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Anwendung der modifizierten Watson -Transformation
auf die Greensche Dyade fur die Beugung an der Kugel

Von PereEr BECKMANN

Aus dem Institut fiir theoretische Physik der Universitdt Miinster
(Z. Naturforschg. 12 a, 960—967 [1957] ; eingegangen am 9. September 1957)

Die Anwendung der Warsox-Transformation auf die Zylinderfunktionsreihen der Greesschen
Dyade liefert komplexe Integrale in der Indexebene. Geometrisch-optische Anteile ergeben sich
asymptotisch als Beitrdge von Sattelpunkten. Die gebeugten Wellen werden als Kriechwellen durch

Residuensummen dargestellt.

In einer fritheren Arbeit! wurde die Beugung am
Zylinder endlicher Leitfahigkeit mittels einer modi-
fizierten Warson-Transformation untersucht. Hierbei
stellten sich Wellen, welche Strahlen der geometri-
schen Optik entsprechen, als Sattelpunktsbeitrige
dar; Residuensummen ergaben Kriechwellen.

In der vorliegenden Untersuchung soll zunachst
gezeigt werden, daf} das fiir die Beugung am Zylin-
der angewandte Verfahren prinzipiell auch bei der
Behandlung der Beugung an der Kugel verwandt
werden kann. Wéhrend beim Zyllnder ]edoch durch

die Zylinderachse eine bestimmte Richtung ausge-
zeichnet ist und die gebeugte Welle bei beliebiger
Polarisation durch die Uberlagerung von zwei Wel-
len mit spezieller Polarisation (€ parallel Zylinder-
achse und § parallel Zylinderachse) gewonnen wer-
den kann, ist eine solch einfache Darstellung fiir die
Kugel nicht moglich. Man gewinnt das Beugungs-
feld der Kugel dadurch, dal man das vektorielle
Dipolmoment der Primérquelle skalar mit der
Greenschen Dyade des Beugungsproblems multipli-
ziert.

Nach Franz? laBit sich diese Dyade darstellen in der Form

.2} = Vx(rXV) S X (@x V) Vi+uixV) (@ xV)V, (1)

—i < 2ntl pa ) Hn+3&a)7 1)
igVTf"Z n(n+1) n+1/z(kr)’ n+‘/z(k7') - n+‘hH;1-)H/g (ka) n+‘/z(kr) P, (e-e )9 (2)

R.=log [Vka H? (ka)]|—3i/3alog [VEkia I.(k; a) ]/ log'[Vka H" (ka)| —31/3a log'[Vki a 1. (k a)]; (3)

Vo: ersetze R, durch R, (=R, mit 3,/3; anstatt 3i/3.); ¥ =r>a, e=1/r.

a ist der Radius der Kugel, £ und 3, sind Wellenzahl und Wellenwiderstand im AuBenraum, k; und 3;
Z, (=)

Z,(x)

Fiihrt man die Differentiationen (1 x V) in Gl (1) teilweise aus und beriicksichtigt die Beziehung

A)—EE*”P (), (4)

V1i—
so erhdlt man eine Darstellung, welche den Nenner n(n+1), der die Durchfihrung der modifizierten

Warson-Transformation stort, nicht mehr enthalt:

T(r,r’)=Z§Vx (rxV) -a%x

mit V=

im Innenraum. log'[V;Zy(x)] steht fiir 51; +

eXe
|eXe|

h+urxV)“xﬂVh 5)

s (k
ﬁLSiHHWWA
Hn+‘/: (k a)

le-¢),  (6)

O’y {HE ), (kT) — Ruse

Vi=

16V

Vy: ersetze Ru+v. durch Rp+i.

* Auszug aus der Dissertation, Miinster 1957.
1 P, Beckmaxy u. W. Franz, Uber die Greexsche Funktion
transparenter Zylinder, Z. Naturforschg. 12a, 257 [1957].

2 W. Franz, Theorie der Beugung elektromagnetischer Wel-
len, Erg. Angew. Math. Band 4, Springer-Verlag, Berlin
1957, S. 59.
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GREENSCHE DYADE FUR DIE BEUGUNG AN DER KUGEL

Fiir die Durchfithrung der Watson-Transformation
ist es einfacher, Reihen zu benutzen, welche bei n =0
beginnen. Wir fiithren daher die Funktionen G; und

G, ein durch:

&y =V— = Ye-¢) HY (k1)
6 yrr
2 H1 k
HY (kr) - (/;;‘_“ZH‘”(kr) (7)
Hl/, (k a)

G,: ersetze Ry. durch Ry, Vl durch V,.

1. Durchfiihrung der Watson-Transformation

Da die Zylinderfunktionsreihen fir G, und G,
bereits fiir maBig grofe ka schlecht konvergieren,
verwandeln wir sie nach Warson? in komplexe In-
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tegrale. Wir erhalten so fir G,
N O % Py, ©¢) g0 (5,
e V;7'C cosv
uPgn R ¢ go gl g

l H(l) (k a)
Da die folgende Rechnung fiir G, genau so verlauft
wie fir G;, konnen wir uns auf die Behandlung
von Gl. (8) beschranken. Der Weg C umschliefit die
gesamte positiv reelle »-Achse in mathematisch nega-
tivem Sinne (vgl. Abb. 1). Den Weg C deformieren

® [+
S ——— —
-———

Abb. 1. Integrationsweg fiir Integraldarstellung (8).

wir in den Weg D, welcher von » = —i o nach Null
verlduft und von dort in geringem Abstand unter-

halb der Kurve, auf welcher

H (ki a) log [ Vka B (k@) | —3i/Batog' [ Vi a H (ki a)]

HY (i tog [ Via B k)] ~3i/8a tog' [ VEia B (ki o)

(9)

den Betrag Eins annimmt, nach »= + oo . Fiir die Wahl des Weges gelten die gleichen Uberlegungen
wie im Falle der Beugung am Zylinder!. Auf dem Wege D diirfen wir den Koeffizienten R, entwickeln

und erhalten so:

Gi=Gip+ Zcxz, (10)
=0
= . (2
1 vP, iy (=€) g g sy, @) H,” (ka) ) ;
Crop= " /. m!L (i H,” (kr so Rt
= 16 yrr d» cos v ( ) H, (k r) RI‘H(I) (k a) Y (k ) (10}
Coe 1 /‘dva;—{x_(, (—e-e H(l) (kr )H(l (k ) 1, (]f a) H (k; a) T Hv(‘r)’(ki G)R (10 b)
"6 yrr g cos v ) ka) H® ey |HY (ki) !

Die Koeffizienten R und T haben die Bedeutung:

_log [VkaH (ka)|~Bi/Balog [ Vhia B (ki a)]
log' [V a B (k )] —Bi/Ba log [VEaBD (i)’

(11 a)

Tyo—1—Ry, (11b)
Rei= o Vet (0] -8B log [Visa ) ks )
) log’ [Vk a B (k a)| —3i/Ba log’ [Vki a B (kla)]
(11¢)

Tor=1+Ry. (11d)

Das Integral fiir G;p deformieren wir in einen Um-
lauf D; um die in der Umgebung der Nullstellen
von H (ka) im ersten Quadranten gelegenen Pole

von ng (diese seien. im folgenden stets mit »p be-
zeichnet), sowie in einen zum Nullpunkt symmetri-
schen Integrationsweg von ¥ = —ico nach v= +ioo.
Das Integral iiber den Weg von —ico nach +icc
liefert keinen Beitrag, da der Integrand eine un-
gerade Funktion von » ist. Der Umlauf um die Pole
1af3t sich im geometrischen Schatten durch eine rasch
konvergente Residuensumme auswerten. Im Licht-
gebiet ist mit der Beziehung

v—‘/ (_ €€ ) = etn(v-‘/:) P ‘/z (e 4 )

@ , (12)
—2icosvm Qy—l/, (e-¢)

3 G. N. Warsoxn, Proc. Roy. Soc., Lond. A 95, 83 [1919].
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der Integrand aufzuspalten. Das Integral mit
@Q. 1, (e-¢’) 1aBt eine Sattelpunktsauswertung zu
und ergibt von einem Sattelpunkt v, mit

0= Re(rvo)<Z ka

die reflektierte Welle und von einem Sattelpunkt mit
Ne (vs) > ka die Primarwelle (vgl. Franz und BEck-
many 4). Das Integral mit P, %, (e-¢") 1Bt sich jetat
in eine rasch konvergente Residuensumme verwan-
deln, welche die Reflexions-Kriechwellen des geo-
metrischen Lichtgebietes liefert. Auf die ausfiihrliche
Durchfithrung der Rechnung kann verzichtet werden,
da sie ganz analog zum Falle der Beugung am Zylin-

der verlduft.

£ S
,__‘Qf._)_

-

Abb. 2. Integrationsweg fiir die Entwicklung nach
Regenbogen.

Fir die Auswertung von Gy entwickeln wir
1/cos » & nach Potenzen von ei27” bis zu einer be-
stimmten. Potenz e27”™ . Der Wert von M soll im
folgenden bestimmt werden. Fiir das Verhalten des
Integranden von Gjy; ist im wesentlichen die Funktion

2D (9]
HY (kia)
(13)

H? (ka) HY (kia)

PTG R a2 M s B 3
HY (ka) HY (kia)

mafgebend. Fir die Bestimmung von Sattelpunkten
sowie fir die Abschidtzung von Konvergenzen im
Unendlichen wird man die restlichen Teile des In-
tegranden von Gl. (10b) in Summanden zerlegen,
welche exponentielles Verhalten zeigen, etwa der Art
e”v. Die Gleichung zur Bestimmung der Sattel-
punkte lautet nun asymptotisch:

v v y 2
W=arcos — +arcos— —2arcos ——
kr kr ka

+2(+1) arcos 2. (14)
kia

Will man einen Teil des Integrals Gl. (10b) in eine
Residuensumme iiber die Pole »p verwandeln (die
Pole von Rjs sind zugleich Pole von T3, Ry und
T5;), so mull der Faktor e?”* das exponentielle An-

4 W. Franz u. P. Beckmany, Instn. Radio Engrs, Trans. AP
4, 203 [1956].
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wachsen von Gl. (13) kompensieren, d. h. asympto-
tisch muf gelten

tp>arcosf, +arcos(: +2(+1) arcos:. (15)
i

Auf der imaginédren v-Achse verhalt sich Gl. (13) wie
eiv(l+1).~r_ (16)

Hier bestimmt also ebenfalls die Grofle von v, ob
der Integrand fiir »= +ico oder ¥ = —icc exponen-
tiell klein wird.

Wir sehen, da} fir die weitere Behandlung von
Gy, die relative GroBenordnung von v und

v v 4
® =arcos-— +arcos— —2arcos——
kr kr ka

+2(+1) arcos -2 a7

kia

mallgebend ist. In Abb. 3 ist der Verlauf von @ fiir
v auf der reellen Achse 0 < v < ka (k; reell) sche-

matisch dargestellt. Ist y grofler als @, so wird der

riech-
wellen 1Sattelpunkt

¢ Satte/punkte

v

%a
Abb. 3. Schematischer Verlauf der Funktion (17); zur Be-

stimmung der verschiedenen Arten von Regenbogenbeitridgen.
In der Abb. muB} es 2 statt [ Sattelpunkte heillen.

Integrand fiir »= +ico exponentiell klein, und der
Weg D kann nach +icc gezogen werden. Hierbei
bleibt er an den Polen »p hangen. Der Umlauf um
die Pole kann aber durch eine Residuensumme aus-
gewertet werden, da vy auch grofer als @, ist und
daher die Residuensumme rasch konvergiert. Liegt
v zwischen @, und D, , so konvergiert das Integral
zwar nicht mehr fiir v= +17 co, der Integrations-
weg kann jedoch in das zwischen der positiv imagi-
niren Achse und der Polstellenreihe gelegene Tal
des Integranden, welches wir im folgenden mit T
bezeichnen wollen, gezogen werden. Da y> @, ist,
liefert der Umlauf um die Polstellen eine rasch kon-
vergente Residuenreihe. Der Weg von —ioc nach T
fiihrt iiber einen Sattelpunkt auf der reellen Achse
(vgl. Abb. 4).

Liegt v zwischen @, und @3, so kann der Weg
ebenfalls nach T gezogen werden, der Umlauf um
die Polstellenreihe aber nicht mehr durch eine brauch-
bare Residuensumme ausgewertet werden. Jetzt hat
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Abb. 4. Schematischer Verlauf des Integrationsweges fiir
einen Teil des Beitrages G1; .

die Sattelpunktsgleichung (14) aber zwei Losungen
(vgl. Abb. 3). Der Integrationsweg fiihrt daher von
—ico nach T iber den ersten Sattelpunkt »; und
von dort uber den zweiten Sattelpunkt », in die
negativ imaginidre Halbebene zuriick. Von dort kann
er nach ¥ = + oo gefiihrt werden (vgl. Abb. 5). Hier-
bei iiberschrittene Sattelpunkte liefern stirker als
exponentiell kleine Beitrdge, da der Faktor T, fiir
Ne(vs) >ka stirker als exponentiell klein wird.

Abb. 5. Schematischer Verlauf des Integrationsweges fiir
einen Teil des Beitrages Gy;.

Nimmt v weiter ab, so nahern sich die beiden Sattel-
punkte, um bei v = @, zu einem Dreifachsattel zu
verschmelzen. Fiir v < @, 16st sich dieser Dreifach-
satte] wieder in zwei Sattelpunkte auf, welche in der
positiv bzw. negativ imagindren Halbebene liegen.
Jetzt ist der Integrationsweg von —ioo iiber den
in der negativ imagindren Halbebene gelegenen
Sattelpunkt zu fithren. Dieser liefert jedoch nur
einen exponentiell kleinen Beitrag.

Die tatsdchliche Bestimmung von M ist verschie-
den, je nachdem ob [ eine gerade oder ungerade
Zahl ist. Zunachst betrachten wir / ungerade =2n + 1.
Wir entwickeln 1/cos»z in Gl. (10b) bis zur Po-
tenz n:

n

1 2261'1'::2 (_l)meiv2m:t

V7
cosym m=0

4 (DR,

cos v
und untersuchen das letzte Glied in GIl. (18). Der
Faktor exp{i»2(n+1) n} kompensiert gerade das
exponentielle Anwachsen von Gl. (13) auf der positiv
imaginiren Achse. Da jedoch P %, (—¢-¢')/cosyn
fiir [e-¢"|<1 auf der positiv imagindren Achse ex-

(18)
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ponentiell klein wird, kann der Integrationsweg fiir
dieses Glied nach » = +i~ gezogen werden. Dabei
bleibt er an den Polen »p hingen. Der Umlauf um
die Pole kann jedoch in eine rasch konvergente
Residuensumme verwandelt werden. Diese liefert
genau die (n+1)-mal um die Kugel gekrochenen
Kriechwellen, welche das Innere der Kugel (I+1)-
mal durchquert haben. Das verbleibende Integral
von —icc nach +icc liefert keinen Beitrag, da der
Integrand eine ungerade Funktion von » ist. Fir
die Auswertung der Reihenglieder in Gl. (18) zer-
legt man P,—_ln/, (—e-¢’) in Kugelfunktionen zwei-
ter Art:

P, (—cos®) = D@y, (= cos )

+ @9, (= cos 9)
(e-¢"=cos?) .

(19)

1
Das exponentielle Verhalten von 2Q;",, fiir groBe »
wird asymptotisch beschrieben durch

o .

@Q, v, (cosP) ~eTiv?, (20)

Es liefern alle Reihenglieder aus Gl. (18) in Gl
(10 b) mit

9

2x—19 (213

+2ma>d,
Residuensummen aus Umlaufen um die Pole »p und
damit die Kriechwellen, welche weniger als (n+1)-
mal um die Kugel gekrochen sind, sowie je einen
Sattelpunktsbeitrag, welcher einem Strahl der geo-
metrischen Optik entspricht, der das Innere der
Kugel (I+1)-mal auf einer Sehne durchquert hat.
Gilt

9

2n_ﬂ+2mn>¢3,

Dy> (22)
so liefern die Integrale jeweils Beitrage von zwei
Sattelpunkten. Fir

&

2n_ﬂ+2mn<@3

(23)
liefern die Integrale nur exponentiell kleine Beitrige
von Sattelpunkten in der negativ imaginiren Halb-
ebene.

Ist [ gerade=2n, so entwickeln wir 1/cos» @ in

Gl. (10b) nur bis zur Potenz (n—1)

(—1)neiv2na

1 . n=1 .
— . =9 gty Z (_l)mezy2mn+
- m=0
(24)

Das Integral, welches den letzten Ausdruck in Gl. (24)
enthalt, konvergiert nicht mehr bei »= +io . Da-
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her ziehen wir seinen Weg in das Tal T und erhalten
so einen Umlauf um die Pole »p und ein Integral
von »= —ioco nach T. Den Umlauf um die Pole vp
konnen wir direkt durch eine Residuensumme aus-
werten, welche die n-fach um die Kugel gekrochenen
Kriechwellen, die das Innere der Kugel (!+1)-mal
durchquert haben, liefert. Auf dem Wege von —ic
nach T benutzen wir die Aufspaltung Gl. (12) und
erhalten so Integranden mit den Winkelabhéngig-
keiten

_L_{;eiv@sts Pl (o.¢))

cosVYmm
; i 2) )~ ’
—2icosymer2na AL (e-¢)} . (25)

Den Integrationsweg des Integrals mit dem ersten
Glied in Gl. (25) konnen wir in das Tal des Inte-
granden zwischen der Polstellenreihe im 3. Quadran-
ten und der negativ imagindren Achse verlegen, er-
halten so einen zum Nullpunkt symmetrischen Weg,
der aber keinen Beitrag liefert, da der Integrand
eine ungerade Funktion von » ist. Das Integral mit
dem zweiten Glied in Gl. (25) besitzt nicht mehr
den Nenner 1/cosvn und kann nach der Sattel-
punktsmethode ausgewertet werden. Die Behandlung
der Summenglieder in Gl. (24) erfolgt genau wie
bei ungeraden Werten von n .

2. Asymptotische Auswertung

Werden die Integrationswege von Gl. (10) wie
in Abschnitt 1 angegeben umgeformt, so lassen sich
die Integrale leicht asymptotisch auswerten, wenn
1. Auf- und Quellpunkt weiter als 3 (ka)"* von der Ku-
geloberflache entfernt sind, 2. |ki/k|>1+3(ka) ™"
ist, 3. die auftretenden Sattelpunkte v, weiter als
3(ka)" von v =ka entfernt liegen, 4. |v,[> 1 ist.
Die beiden letzten Bedingungen bedeuten, dall der
Aufpunkt nicht allzu nahe an die Schattengrenze,
eine Grenze der Totalreflexion oder an den Zentral-
strahl riicken darf.

A) Geometrisch-optische Beitrage von Sattelpunkten

Sind die oben aufgefithrten Bedingungen erfiillt,
so konnen wir die in Gl. (10) auftretenden Zylinder-
bzw. Kugelfunktionen durch ihre asymptotischen Dar-
stellungen fiir groBe Werte von » ersetzen:

(2)
H," (e) ~ ]/% (g% — %)

-exp’ii(l/02~v2—yarcos X Zﬂ,
0 )

(26)

P. BECKMANN

-1 /EV 1 3n
- ~ —— /l? —_—
P,~y, (cos?) ~ |/ T sim9005(1’ 3 ), (27a)
1) -
@01 9) ~ L exp[Fi(rI—[32/4])]

&~ (o0s ) V2= » /v sin (275}
Fir die folgende Rechnung empfiehlt es sich, einige
Abkiirzungen einzufithren:

Vs

Vs
a4 =ar cos — =
1 kr’ kr’

0y = ar cos -
(28)

o e
Qs = ar cos — a4 = ar cos —
3 ka’ 4 k

tia

I. Reflektierte Welle

Die Gleichung zur Bestimmung des Sattelpunktes
lautet:
P=a;+0y—2a,.

Die Losungen dieser Gleichung kénnen z. B. da-
durch bestimmt werden, dall man die Funktion
a;+ay—2ay fiir 0<vi<ka bei gegebenem Ab-
stand des Quell- und Aufpunktes vom Kugelmittel-
punkt ausrechnet und die Losung von Gl. (29) fiir
die verschiedenen Werte von ¥ numerisch bestimmt.
Man erhélt so asymptotisch fiir die reflektierte Welle:

G5, ~ i exp{ik[rsina,+r sin a;—2 asin a3] }

47 krr{kacosaysin ¥ sin a, sin a,}'/
1

2 1 1 Ye
kasina;, krsina;, krsina,
sin ay—Bi/3a sin a,

sin ay+ 3i/3a sin a;

(30)

II. Regenbodgen

Die geometrisch-optischen Beitrage einer Welle,
welche im Innern der Kugel /-mal reflektiert wurde
(I=0 Linsenterm), stellen sich nach der Aufspaltung
Gl. (18) bzw. Gl. (24) dar durch eine Reihe:

G%I = ZG%[,IH .

m

(31)

Die Sattelpunkte bestimmen sich aus
0 Q¢
21_#} f2ma—a +ay—2a5+2(1+1) @y, (32)

0<m<Zn fir [=2n und l=2n+1.

In GL (32) entspricht der Wert ¢ dem in
Pl (—cos®) enthaltenen Anteil Q" und der
Wert 27— dem Anteil ®Q,.. Die Losungen
von Gl. (32) kann man wiederum dadurch bestim-

men, dal man die Funktion

D =a,+a,—2a3+2(l+1) a
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fiir 0<vs<ka ausrechnet und die Losungen von
Gl.(32) fiir die verschiedenen Werte von 2 o

numerisch bestimmt. Die zu diesen Lésungen geho-
rigen Winkel a; seien im folgenden durch einen
oberen Index m gekennzeichnet (a;(™). Besteht die
Kugel aus absorbierendem Material, so besitzt der
Brechungsindex und damit a, auf der reellen Achse
einen Imagindrteil. In diesem Falle rechnet man

+mmn

(—1)ym+1 g—i(al4) e%i(3al4) ei(al2) I+1)

akrr {kacos a;;m) sinﬂsina{m) ém) }y,

o

g
Gl Lm"~ j
sin a
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die Funktion ®; auch in der Umgebung der reellen
v-Achse fiir kleine Werte von Jm(v,) aus und er-
halt so ein Relief von @,. Auf diesem bestimmt man
dann die Losungen von Gl. (32), d. h. die Punkte

ERC(@[)z ¥ ]+m$‘l.

&3 -
’\Sm(dil)—oy 2”_19J

Jede der Losungen von Gl. (32) liefert asymptotisch
einen Beitrag C%z,m der Gestalt

ki
exp{ ik [r sin agm) +r'sina é’") —2asin aé'") +2 I: (l+1) asin ai”’) ] }

2 2041

(2~

lk a sin aém)

sin (a‘g”‘)) 3i/Ba sin (“E}M))

ki a sin a

(m) -
4

k 1’ sin a_i’”)

1 1 “}% (33)
krsina '1'")

{ sin a:(;m) +3i/8a sin aflm)} 2 | sin aé"l) +3i/8a sin aim)

Der Wert exp[ 4+i(37/4)] ist zu nehmen, wenn in
Gl. (32) die Lésung mit ¥ bestimmt wird, der Wert
exp[ —i(37/4)] fiir 22— . Das eingeklammerte
Minuszeichen (—) in Gl. (33) soll besagen, daf} die
Phase — 7/2 fiir die folgende Wurzel zu nehmen ist,
wenn der Radikand negativ wird. Die Darstellung
aller Sattelpunktsbeitrige in der Form Gl. (33) ist
nicht mehr brauchbar, wenn der Aufpunkt in der
Umgebung des extremal abgelenkten Strahles liegt.

(—1)m exi(3al4)ei(al2) (I+1) 6's A

27 Y2akrr{kacosagsinJ sin a, sin ay}'/z F'ls

ik

- exp

4 ﬁ(;’)%} {sin ag+Bi/Ba sin a;}

rsin;l+,.'sina;—2asina_3+2]—;§(l+1)asini—kacos%dﬂ” ;

. " l
sin aém) —3i/3a sin af{")}

Dieser werde fiir gegebenen Abstand von Auf- und
Quellpunkt vom Kugelmittelpunkt bei einem Win-
kel ¥ (= geometrischer Regenbogen-Winkel) er-
reicht. Die zugehorigen Winkel a; seien mit a; be-
zeichnet. Die Beitridge der beiden Sattelpunkte, wel-
che fiir  — ¥ zum Dreifachsattel verschmelzen (vgl.
Abb.9), lassen sich nun zusammenfassen, wenn man
setzt & =0+ A49. Sie liefern asymptotisch einen
Beitrag der Form

sin a;— Bi/Ba sin a, |

sin ag+ Bi/Ba sin a,

sin (ay) - 8i/Ba sin @,

(34)

2 2(1+1) 1 1 |

FEkacosgs{ i

sin ag]®  [ki asin a )3

[krsing;]® [krsing]®]

A[A9(6/F)'*] ist hierbei das Airysche Integral, welches durch BesseL-Funktionen dargestellt werden

kann:

A 28(3)"| =

Die Beitrige aller iibrigen Sattelpunkte, welche fiir
# — ¥ nicht zum Dreifachsattel verschmelzen, kon-

nen durch Gl. (33) ausgedriickt werden.

B) Kriechwellen

Fir die asymptotische Darstellung der Kriech-
wellenbeitrdge sind zunichst die Pole vp zu bestim-
men. Sie sind die Nullstellen des Nenners in Gl.(11)

(;)/ pete {J"/“[V

6\ s 2 [(6\~ .|\ o
2T (A | + Ty | = (2] (49)]} . 3
) @0+ u g G a0} e
und ergeben sich als Losungen der Gleichung
log'[Vka HY (ka)]
— (3/82) *!log’ [Vkia HP (k)] =0, (36)

(3?)“ fiir die Pole von G, ;

Ha

(%i—)_l fir die Pole von G,.

L oal
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Benutzt man die asymptotischen Formeln, so erhalt
man

&) —
log' [ Vkia HY (k;a) ~_z]/1_ v @G0

Da nur die Nullstellen in der Umgebung von ka
wesentlich zum Ergebnis beitragen, diirfen wir auf
der rechten Seite in diesem Ausdruck v =ka setzen
und erhalten

log' [ Vo B (ke)] _i]/l_,% .
(38)

Fiir H,(,l) (ka) und seine Ableitung benutzen wir die
asymptotische Darstellung durch das Airy-Integral

log' [ Vka H" ( 2,
og [Vka B (ka)] ~ —y £9
—i(nli 6 Y
y=e (SN gyr—ka). (39)
Die Pole werden jetzt bestimmt durch
A(gp) 1 (8i\F —i(ar2) —ka+ T . (40
A'(gp) b (Ba) ¢ ¥ e e y .

Zur praktischen Berechnung der Pole fithrt man
zundichst eine Funktion ¢ (Q) ein. ¢ ist die Umkehr-
funktion von A (q)/4’ (q) =Q und gehorcht der Dif-
ferentialgleichung

. . S

dQ  1+4(g/3) @*°
Nach Gl. (40) treten bei der asymptotischen Berech-
nung der Polstellen Werte von Q mit der Phase

(41 a)

GREENSCHE DYADE FUR DIE BEUGUNG AN DER KUGEL

arg(Q) = Man wird daher die Diffe-

rentlalglelchung (41 a) fir die in Frage kommenden
Werte von arg(Q) numerisch integrieren. Hierbei
geht man zunéchst von einer Stelle Q =0 aus [d. h.
von einer Nullstelle von A(g)] und integriert bis
|Q|=1. Dann fithrt man Q! als neue Variable
ein und integriert die Differentialgleichung

dg —1

Ao~ (gf3)+0Q*

von Q71=0 [d. h. einer Nullstelle von 4" (q)] bis
|Q7!|=1. Die so erhaltene Funktion ¢(Q) gestat-
tet dann die Berechnung der Polstellen fiir die ver-
schiedenen Werte von ka, kia, 3, und 3;. Die

Pole stellen sich nun dar in der Form
7’P~ka+( ) e @ gp, qp=q(Qp), Qp=0

_ % —i(al3 —iy
v=(wa) s 0= oSy @)
Hier wurden noch Glieder der relativen Groflenord-
nung (k a) " beriicksichtigt. Eine hohere Niherung,
welche noch Glieder der Ordnung (ka) ™" enthilt,
ergibt sich, wenn man in Gl. (39) die Entwicklung
von H,El) (ka) und H,fl) (k @) noch weiter als bis zum
ersten Glied durchfiihrt.

Die an der Grenze des geometrischen Schattens
entstehenden Kriechwellen, welche nicht in das In-
nere der Kugel eindringen, stellen sich nun asympto-
tisch dar in der Form '

_¥7__ r+1}y

(41b)

Glf' —ei(af6) exp{i k[ (r*—a®) "2 4 (r*—a?) '] } (43)
P ~ —— s > e S 1,
2V226" (ka)yskrr Ykasin®d (1 )A (1— a,Z)A
7‘ r
a
{3a nz } . Z giv p $-Hi(818) 4 vy (Be—)—i(B 08 exp { i vp ar cos [r +- ar cos = }} (n=ki/k)
32 ni— = 1+eirp2a [4(gp)]* ’ l

fiir Aufpunkte im geometrischen Schatten. Im Lichtgebiet ist zu ersetzen

eivp19+i3n/4

durch

_ eivp@a+d)+i3als

Fiir die Darstellung der Regenbogen-Kriechwellen bestimmt man zunéchst die in Gl. (18) bzw. Gl. (24)
auftretenden Minimalwerte von m, welche positive Kriechstrecken liefern. Fir die in P}, enthaltenen
MQ. %, und @Q,~%, erhilt man zwei Werte von m aus

a
0§19+2m1:t-arcos; —ar cos

0§2n—l9+2m2n—arcos% — ar cos

;1,—2(l+1) ar cos £<2n.
. ‘ (44)
- —2(l+1) ar cos

r

k
g oy

Die Kriechwellen, welche im Innern der Kugel /-mal reflektiert wurden, stellen sich nun asymptotisch dar

in der Form (45):



LINSENGLEICHUNG UND BILDKURVE DES ZYLINDERKONDENSATORS

QG kr —V2a  eilal6) 1
1} & ees —
a

8(I+1)! 6hs(ka)hs
72

N T 1774A2—1
(kasinﬂ)‘/zkrr'(l— ¥)/‘(1— a )/‘

967

r’2

°exp{ik[(r2—a2)'/s+ (r’Z_a2)’/:+2(l+ 1)a (l;cl; '—l)yz]} . {3;12 n? }{ 4 322 n2 }ljz—l

3i n2—1 J \3i2(n*—1)

3 a a A
g o e {oorfron el sauen wer ) .
AL T (45)
] ; 1 .37 . . 5 3
.[exp{w({)\—n) +i(v—3)2my+i T}—i»exp{z v(a—=9) +i(v—3) 2m2n—l,4. }]}/FVP (n=ki/k) .

Auch hier liefert /=0 Beitrage des Linsenterms.

Der Verfasser ist Herrn Professor Dr. Wavrter Franz fiir die Anregung und Forderung der vorliegenden Unter-

suchung zu aufrichtigem Dank verpflichtet.

Linsengleichuﬁg und Bildkurve des Zylinder-Kondensators
bei schiefem Ein- und Austritt der lonenbiindel an den Feldgrenzen
Von H. WenpE *

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Chemie, Mainz
(Z. Naturforschg. 12 a, 967—970 [1957] ; eingegangen am 23. September 1957)

Die ionenoptische Linsengleichung des Zylinderkondensators wird mittels der Theorie zweiter
Naherung auf den Fall schiefen Ein- und Austritts an den Feldgrenzen verallgemeinert. Es werden
Angaben iiber die Lage der Bildkurve und die Eigenschaften eines ,,Energie-Spektrographen® ge-

macht.

Seit den grundlegenden Arbeiten von Herzoc !

iiber elektrische Sektorfelder weil man, daBl diese
sich gegen Ionen- bzw. Elektronenstrahlen dhnlich
wie Linsen (und Prismen) gegen Lichtstrahlen ver-
halten und einer Linsengleichung

(le,_gvﬂ) (le"—go()) =fv()27 (1)

geﬂzrol*/; COtVé D, (1a)
ez
feo=Te 2 siny2d, (1b)

geniigen (s. Abb. 1). Da diese Rechnungen fiir den
Zylinderkondensator in erster Naherung ausgefiihrt
wurden, gilt die Gleichung nur in der Nihe des
Mittelstrahls bei nahezu senkrechtem Ein- und Aus-
tritt an den Feldgrenzen. Nach Gl. (1) existiert eine
Bildebene, welche die Mittelbahn im Abstand 1,”
von der hinteren Feldgrenze schneidet. Uber den
Winkel, den diese Bildebene mit der Mittelbahn

bildet, kann die Theorie erster Ndherung ebenso-

* Die vorliegende Arbeit enthilt wesentliche Bestandteile der
Dissertation von H. Wexoe (D 77).

wenig eine Aussage machen wie iliber das ionen-
optische Verhalten bei schiefem Ein- und Austritt.
Beim praktischen Arbeiten (z. B. dem Einjustieren

Abb. 1. Strahlengang im Zylinderkondensator fiir ein Biindel
von Ionen zweier verschiedener Energien.

eines Massenspektrographen) hat man es sehr oft
mit solchen schrag einfallenden Biindeln zu tun, so
dal} die Kenntnis ihrer ionenoptischen Eigenschaf-
ten sehr erwiinscht ist. Seit einigen Jahren sind nun

! R. Herzoc, Z. Phys. 89, 447 [1934].



